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第１問［１］

実数 x, y は
31+log10 x − 5y = 1 ……(＊)

を満たしている。このとき

K =
5y

3
+ 3− log10 x

の最小値を求めよう。真数の条件により x > 　ア　 である。ただし、対数 loga b

に対し、aを底といい、bを真数という。次に (＊)より

5y = 　イ　 · 3log10 x − 1

である。z = 3log10 x とおくと、5y > 0であるから、z のとり得る値の範囲は

z >
　ウ　

　エ　

となる。さらに、

K = z +
　オ　

z
− 1

　カ　

となるから、K は z = 　キ　 のとき、最小値
　ク　

　ケ　
をとる。このとき、

x = 　コ　 , y = log
サ

　シ　 である。

CHECK

真数条件は（真数）> 0

■ア 真数条件より、x > 0である。

CHECK

指数法則 pa+b = pa · pb

■イ 指数法則 pa+b = pa · pb より、

31+log10 x = 31 · 3log10 x

だから、(＊)式より、

5y = 3 · 3log10 x − 1 (a)

となる。

■ウエ z = 3log10 x とおきかえると、(a)

式より
5y = 3z − 1 (b)

となるが、5y > 0であるから 3z − 1 > 0、

すなわち、

z >
1

3
(c)

である。

■オカ これも計算問題。

3− log10 x = (3log10 x)−1 = z−1

だから、(b)より、

K =
3z − 1

3
+ z−1 = z +

1
z
− 1

3
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CHECK

x +
1
x
のような関係をみたら相加相乗

■キクケ ここが難しい。いま、z > 0で

あるから、相加相乗の関係より、

z +
1
z

= 2

√
z · 1

2
= 2

である。等号成立は z =
1
z
すなわち z = 1

のときであり、これは条件 (c)を満たして

いる。よってK は z = 1のとき、最小値

K = 2− 1
3

=
5

3

をとる。

■コサシ 最後も計算だけ。z = 1 のと

き、
3log10 x = 1

すなわち、log10 x = 0より x = 1であり、

(b)式より、

5y = 3z − 1 = 2

だから、両辺に底を 5とする対数を取って、

log5 5y = log5 2

であり、左辺は y log5 5 = y であるから、

y = log5 2

となる。
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第１問［２］

aを正の定数とする。点 Oを原点とする座標平面において、中心が Oで、半径が

1の円と半径が 2の円をそれぞれ C1, C2 とする。θ = 0を満たす実数 θに対して、

角 aθ の動径と C1 との交点を Pとし、角
π

2
− θ

3
の動径と C2 との交点を Qとす

る。ここで動径は Oを中心とし、その始線は x軸の正の部分とする。

(1)　 θ = π のとき、Qの座標は
(√

　ス　 , 　セ　
)
である。

(2)　 3点 O,P,Qがこの順に一直線上にあるような最小の θ の値は、

　ソ　

　タ　 a + 　チ　
π

である。θが 0 5 θ 5
　ソ　

　タ　 a + 　チ　
π の範囲を動くとき、円 C2 において

点 Qの軌跡を弧とする扇形の面積は

　ツ　

　テ　 a + 　ト　
π

である。

(3)　線分 PQの長さの 2乗 PQ2 は

　ナ　 − 　ニ　 sin


 　ヌ　 a + 　ネ　

　ノ　
θ




である。

(4)　 xの関数 f(x)を

f(x) = 　ナ　 − 　ニ　 sin


 　ヌ　 a + 　ネ　

　ノ　
x




とおき、f(x)の正の周期のうち最小のものが 4π であるとすると、a =
　ハ　

　ヒ　

である。

■スセ θ = πのとき、点Qの始線からの

正の角度は
θ

2
− π

3
=

π

6
だから、点 Qの座

標は
(
2 cos

π

6
, 2 sin

π

6

)
=

(√
3,1

)
であ

る。図は次の通り。

Q

π

6

2

x

y

O
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■ソタチ 次の図のように、θ が大きくな

ると Pは x軸から第 1象限に向かって、Q

は y 軸から第 1 象限に向かって移動する

ので、第一象限に O,P,Q が一直線上にな

る最小の θ が存在すると考えられる。

Q

P
aθ

θ

3

x

y

O

条件は、aθ =
π

2
− θ

3
より、

aθ +
θ

3
=

π

2(
a +

1
3

)
θ =

π

2

θ =
1(

a +
1
3

) · π

2

=
3

3a + 1
· π

2
=

3
6a + 2

π

♠ 厳密には、n を整数として aθ =
π

2
−

θ

3
+ 2nπ すなわち、

θ =
3

3a + 1

(π

2
+ 2nπ

)

であり、最小の θは n = 0のときであるか

ら n = 0を代入して解答を得る。

CHECK

半径 r、中心角 θ（弧度法）の扇形の面

積は
1
2
r2θ である。

■ツテト 求める扇形は、A(0, 2) とおく

とき、扇形 AOQとなる。

Q

θ

3 2

x

y

O

θ =
3

6a + 2
πのとき、扇形 AOQの中心

角は
θ

3
=

1
6a + 2

πである。扇形の面積は、

1
2
θr2 =

1
2
× 1

6a + 2
π × 22 =

1
3a + 1

π

である。

■ナニヌネノ 点 Pの座標は

(cos aθ, sin aθ)である。点 Qの座標は、
(

2 cos
(

π

2
− θ

3

)
, 2 sin

(
π

2
− θ

3

))

=
(

2 sin
θ

3
, 2 cos

θ

3

)

だから、

PQ2 =
(

cos aθ − 2 sin
θ

3

)2

+
(

sin aθ − 2 cos
θ

3

)2

= 5− 4
(

cos aθ sin
θ

3
+ sin aθ cos

θ

3

)

ここで加法定理

sin(x + y) = sin x cos y − cosx sin y

を逆に使って、

= 5− 4 sin
(

θ

3
+ aθ

)

= 5− 4 sin
(

3a + 1
3

θ

)

CHECK

sin axの基本周期は
2π

a
である

■ハヒ 関数 f(x) = 2−4 sin
(

3a + 1
3

θ

)

の振動する部分は、sin
(

3a + 1
3

θ

)
である

から、その基本周期は、
2π

3a + 1
3

=
6π

3a + 1

であるから、

6π

3a + 1
= 4π

を aについて解いて、a =
1

6
である。
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第２問

aを正の定数とし、xの 2次関数 f(x), g(x)を

f(x) =
1
8
x2

g(x) = −x2 + 3ax− 2a2

とする。また、放物線 y = f(x)および y = g(x)をそれぞれ C1, C2 とする。

(1)　 C1と C2の共有点を Pとすると、点 Pの座標は


 　ア　

　イ　
a,
　ウ　

　エ　
a2




である。また点 Pにおける C1 の接線の方程式は

y =
　オ　

　カ　
ax−

　キ　

　ク　
a2

である。

(2)　 C1 と x軸および直線 x = 2で囲まれた図形の面積は
　ケ　

　コ　
である。ま

た、C2 と x軸の交点の x座標は 　サ　 , シス であり、C2 と x軸で囲まれた

図形の面積は
　セ　

　ソ　
a3 である。

(3)　 0 5 x 5 2の範囲で、二つの放物線 C1, C2 と 2直線 x = 0, x = 2で囲まれ

た図形を Rとする。Rの中で、y = 0を満たすすべての部分の面積 S(a)は

　 0 < a 5 　タ　 のとき S(a) = − 　セ　
　ソ　

a2 +
　ケ　

　コ　

　 　タ　 < a 5 　チ　 のとき

　　　　 S(a) = − 　ツ　
　テ　

a3 + 　ト　 a2 − 　ナ　 a + 　ニ　

　 　チ　 < aのとき S(a) =
　ケ　

　コ　

である。したがって、aが a > 0の範囲を動くとき、S(a)は a =
　ヌ　

　ネ　
で最小

値 a =
　ノ　

ハヒ
をとる。
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■アイウエ 問題で与えられた f(x), g(x)

の式をそれぞれ (a)、(b) とする。共有点

は f(x) = g(x)を満たす点であるから、

1
8
x2 = −x2 + 3ax− 2a2

x2 = −8x2 + 24ax− 16a2

9x2 − 24ax + 16a2 = 0

(3x− 4a)2 = 0

より、x =
4

3
aであり、このときの y 座標

は (a)に代入して

y =
1
8
×

(
4
3
a

)2

=
2

9
a2

である。

CHECK

y = f(x)の点 x = aにおける接線は

y = f ′(a)(x− a) + f(a)

である。

■オカキク f ′(x) =
1
4
x であるから、

f ′
(

4
3
a

)
=

1
3
a である。よって、点 P に

おける C1 の接線は、

y = f ′
(

4
3
a

) (
x− 4

3
a

)
+

2
9
a2

=
1
3
a

(
x− 4

3
a

)
+

2
9
a2

=
1

3
ax− 2

9
a2

である。

■ケコ 求める面積は、

∫ 2

0

1
8
x2dx =

[
1
24

x3

]2

0

=
1

3

2 x

y

O

■サシス C2 と x 軸の交点の x 座標は

g(x) = 0の解。

−x2 + 3ax− 2a2 = 0

x2 − 3ax + 2a2 = 0

(x− a)(x− 2a) = 0

より、x = a,2aである。

CHECK

2次関数と直線に囲まれる面積は 1/6公

式を使う

■セソ C2 は上に凸であることと、いま

求めた x軸との交点から、求める面積は、
∫ 2a

a

(−x2 + 3ax− 2a2)dx

である。ここで、2次関数 y = ax2+bx+c

と y = px + q に囲まれる面積は、その交

点の x 座標を α, β（α < β）とするとき、
|a|
6

(β − α)3 であり、いまこれを利用する

ことができ、α = a, β = 2aなので、

| − 1|
6

(2a− a)3 =
1

6
a3

である。

■タチツテトナニ まずは C1, C2 のグラ

フを描くと、次のようになる。

a 2a

(i)(ii)(iii)

x

y

O

x = 2の直線がどこにあるかで場合分け

すればよい。

(i)　 2a 5 2すなわち (0 <)a 5 1のとき

求める面積は、

S(a) =（y = f(x)と x軸と

x = 2で囲まれる面積）

−（y = g(x)と x軸で囲まれる面積）
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である。これらは両方すでに求めているの

でそれを使って、

S(a) =
1
3
− 1

6
a3

である。

(ii)　 a 5 2 < 2aすなわち 1 < a 5 2の

とき

求める面積は、

S(a) =（y = f(x)と x軸と

x = 2で囲まれる面積）

−（y = g(x)と x軸と

x = 2で囲まれる面積）

である。第 2項はまだ求めていないのでこ

れを求めると、
∫ 2

a

(−x2 + 3ax− 2a2)dx

=
[
−1

3
x3 +

3
2
ax2 − 2a2x

]2

a

= −1
3
(8− a3) +

3
2
a(4− a2)− 2a2(2− a)

=
5
6
a3 − 4a2 + 6a− 8

3

となるので、

S(a) =
1
3
−

(
5
6
a3 − 4a2 + 6a− 8

3

)

= −5

6
a3 + 4a2 − 6a + 3

となる。

(iii)　 1 < aのとき

求める面積は、

S(a) =（y = f(x)と x軸と

x = 2で囲まれる面積）

=
1
3

である。

♠この場合分けの不等号の等号部分は、は
じめは無視して考え、解答欄にあわせてあ

とで付けている。

■ヌネノハヒ ここでは、今の場合分けの

範囲ごとの最小値を比較して、もっとも小

さい値になる点を S(a) の最小値とすれば

よい。

(i) の範囲の最小値は
1
3
、(iii) の範囲の

最小値は a = 1のとき

S(1) =
1
3
− 1

6
=

1
6

である。

次に (ii) の範囲の最小値を求める。極

値は、

S′(a) = −5
2
a2 + 8a− 6 = 0

より、

5a2 − 16a + 12 = 0

(5a− 6)(a− 2) = 0

a =
6
5
, 2

となるので、増減表は

a 1 · · · 6
5

· · · 2

f ′(x) − − 0 + 0

f(x) ↘ S

(
6
5

)
↗

より、極小値は a =
6

5
のときで、

S

(
6
5

)
= −5

6
·
(

6
5

)3

+ 4
(

6
5

)2

− 62

5
+ 3

= −62

52
+ 4 · 62

52
− 5 · 62

52
+ 3

= −2 · 62

52
+ 3

= −72
25

+ 3 =
3

25

となる。（これは実際 (i) の最小値
1
3
より

小さい。）
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第３問

(1)　数列 {an}は初項が 7、公差が −4の等差数列とする。数列 {an}の一般項は

an = アイ n + ウエ

であり、初項から第 n項までの和は

n∑

k=1

ak = オカ n2 + 　キ　 n

である。

(2)　数列 {bn}は、第 n項が

bn = pn2 − qn− r

という nの 2次式で表され

bn+1 − 2bn = オカ n2 + 　キ　 n (n = 1, 2, 3, · · · ) … 1©

を満たすとする。このとき

p = 　ク　 , q = 　ケ　 , r = 　コ　

であり、b1 = サシ である。

さらに、次の条件によって定まる数列 {cn}を考えよう。

c1 = 1

cn+1 − 2cn = オカ n2 + 　キ　 n (n = 1, 2, 3, · · · ) … 2©

1©と 2©より、dn = cn − bn とおくと

dn+1 − 　ス　 dn = 0 (n = 1, 2, 3, · · · )

が成り立つ。これより、数列 {cn}の一般項は

cn = 　セ　 · 　ソ　
n−1

+ 　ク　 n2 − 　ケ　 n− 　コ　

である。

数列 {cn}の初項から第 n項までの和
n∑

k=1

ck は

　タ　 · 　チ　
n

+
　ツ　

　テ　
n3 −

　ト　

　ナ　
n2 −

ニヌ

　ネ　
n− 　ノ　

となる。
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CHECK

初項 a1、公差 dの等差数列の一般項 an

は、
an = a1 + (n− 1)d

■アイウエオカキ 公式に当てはめて、

an = 7 + (−4) · (n− 1)

= 7− 4n + 4

= −4n + 11

であり、第 n項までの和は、

n∑

k=1

(−4k + 11) = −4 · 1
2
n(n + 1) + 11n

= 2n2 + 2n− 11n

= −2n2 + 9n

である。

■クケコサシ 実際に 1©を書き下すと、

{p(n + 1)2 − q(n + 1)− r}
− 2(pn2 − qn− r)

= −2n2 + 9n (a)

である。(a)式の両辺において、n2 の係数

は等しいから、

p− 2p = −2

より p = 2 となる。同様に n の係数は等

しいから、

2p− q + 2q = 9

に p = 2 を代入して整理すると q = 5 と

なる。さらに定数項も等しいので、

p− q − r + 2r = 0

に p = 2, q = 5を代入して r = 3を得る。

このとき、

bn = 2n2 − 5n− 3

であり、b1 = 2− 5− 3 = −6となる。

■ス {bn+1 − 2bn}と {cn+1 − 2cn}の一
般項は等しいので、

bn+1 − 2bn = cn+1 − 2cn

cn+1 − bn+1 − 2(cn − bn) = 0

dn+1 − 2dn = 0 (b)

となる。

■セソ (b) より dn+1 = 2dn であり、

d1 = c1 − b1 = 1 − (−6) = 7 であるこ

とから、{dn} の一般項は、dn = 7 · 2n−1

となるので、

cn = dn + bn = 7 · 2n−1 + 2n2 − 5n− 3

である。

■タチツテトナニヌネノ 混合していて分

かりにくいが、初めの 1つの項は等比数列

の和の公式、後半 3項はシグマ公式を適応

すればよく、

n∑

k=1

ck =
7(2n − 1)

2− 1
+ 2 · 1

6
n(n + 1)(2n + 1)

− 5 · 1
2
n(n + 1)− 3n

= 7(2n − 1) +
1
6
n{2(n + 1)(2n + 1)

− 15(n + 1)− 18}
= 7(2n − 1)

+
1
6
n(4n2 + 6n + 2− 15n− 15− 18)

= 7(2n − 1) +
1
6
n(4n2 − 9n− 31)

= 7 · 2n +
2

3
n3 − 3

2
n2 − 31

6
n− 7

となる。
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第４問

四面体 OABC において、OA = OB = BC =
√

2, OC = CA = AB =
√

3 であ

る。−→a =
−→
OA,

−→
b =

−→
OB,−→c =

−→
OCとおく。

(1)　 |−→a −−→b |2 = 　ア　 であり、−→a · −→b =
　イ　

　ウ　
である。また、

−→
b · −→c =

　エ　

　オ　
,−→c · −→a = 　カ　 である。

(2)　直線 AB上の点 Pを
−→
CP · −→a = 0であるようにとると

−→
CP =

　キ　

　ク　

−→a +
　ケ　

　コ　

−→
b −−→c

となり、点 Pは線分 AB を 1 :
　サ　

　シ　
に内分する。また、

−→
CP · −→b = 　ス　

であり、|−→CP| =

s
セソ

　タ　
である。

−→
CPは三角形 　チ　 の各辺と垂直であるから、直線 CPは三角形 　チ　 を含む

平面に垂直である。ただし、 　チ　 については、当てはまるものを、次の 0©～ 3©
のうちから一つ選べ。

　 0©　 ABC　　 1©　 OBC　　 2©　 OAC　　 3©　 OAB

三角形 　チ　 の面積は

s
ツテ

　ト　
であるから、四面体 OABCの体積は

　ナ　

ニヌ

である。

■アイウ −→a − −→b =
−→
OA − −→OB =

−→
BAで

あるから、

|−→a −−→b |2 = |−→BA|2 = 3 (a)

である。一方、(a)の左辺を展開して、

|−→a |2 − 2−→a · −→b + |−→b |2 = 3

であり、|−→a | = |−→b | = √
2だから、

4− 2−→a · −→b = 3

すなわち、 −→a · −→b =
1

2
である。

■エオカ 同様にして、

|−→b |2 − 2
−→
b · −→c + |−→c |2 = 2

5− 2
−→
b · −→c = 2

−→
b · −→c =

3

2

|−→c |2 − 2−→c · −→a + |−→a |2 = 3

5− 2−→c · −→a = 3

−→c · −→a = 1

となる。
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■キクケコ 直線 AB 上の点 P は、その

位置ベクトルを −→p とおくと、

−→p = t−→a + (1− t)
−→
b (0 5 t 5 1)

となるので、

−→
CP = −→p −−→c

= t−→a + (1− t)
−→
b −−→c

だから、

−→
CP · −→a = 0

{t−→a + (1− t)
−→
b −−→c } · −→a = 0

t|−→a |2 + (1− t)
−→
b · −→a −−→c · −→a = 0

ここで、すでに求めた値を代入して、

2t +
1
2
(1− t)− 1 = 0

3
2
t− 1

2
= 0

より、t =
1
3
となり、このとき、

−→
CP =

1

3
−→a +

2

3
−→
b −−→c

である。

■サシ いま、

−→p =
1
3
−→a +

2
3
−→
b =

−→a + 2
−→
b

3

より、点 Pは線分 ABを 2 : 1、すなわち

1 :
1

2
に内分する。

■ス これは計算するだけで、

−→
CP · −→b =

1
3
−→a · −→b +

2
3
|−→b |2 −−→c · −→b

=
1
3
· 1
2

+
2
3
· 2− 3

2

=
1
6

+
4
3
− 3

2
= 0

となる。

■セソタ ここまでの情報から、
−→
CP ·−→a =

−→
CP · −→b = 0であるから、

|−→CP|2 =
−→
CP · −→CP

=
−→
CP ·

(
1
3
−→a +

2
3
−→
b −−→c

)

= −−→CP · −→c

= −
(

1
3
−→a +

2
3
−→
b −−→c

)
· −→c

= −1
3
−→a · −→c − 2

3
−→
b · −→c + |−→c |2

= −1
3
− 1 + 3 =

5
3

だから、|−→CP| =
√

5
3

=
√

15
3
である。

♠ここはテクニックに頼らず、

|−→CP|2 =
(

1
3
−→a +

2
3
−→
b −−→c

)2

=
1
9
|−→a |2 +

4
9
|−→b |2 + |−→c |2

+
4
9
−→a · −→b − 4

9
−→
b · −→c − 2

3
−→c · −→a

=
2
9

+
8
9

+ 3 +
2
9
− 2− 2

3
=

5
3

となることから求めてもよい。

■チ
−→
CP · −→a =

−→
CP · −→b = 0であるから、

直線 CP は 辺 OA、辺 OB のどちらとも

垂直に交わる。つまり、辺OAと辺OBに

よって定まる平面と垂直である。それは、

三角形 OABを含む平面である。よって 3©
OAB が正解。

■ツテト 内積の定義より、

cos ∠AOB =
−→
OA · −→OB

|−→OA||−→OB|
=

1
2√

2 · √2
=

1
4

であり、∠AOB < 90◦ だから明らかに

sin ∠AOB > 0なので、

sin ∠AOB =

√
1− 1

42
=
√

15
4
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である。よって、求める面積は、

1
2
OA ·OBsin ∠AOB =

1
2
·
√

2 ·
√

2 ·
√

15
4

=

√
15

4

となる。

♠何も考えずにヘロンの公式を用いてもよ
い。その場合、

s =
√

2 +
√

2 +
√

3
2

=
√

2 +
√

3
2

だから、求める面積は、

S =
√

s(s−
√

2)(s−
√

2)(s−
√

3)

=

√√√√
(√

2 +
√

3
2

)
·
√

3
2
·
√

3
2
·
(√

2−
√

3
2

)

=

√
3
4
·
(

2− 3
4

)

=

√
15
16

=
√

15
4

となる。このほうが楽？

■ナニヌ 求める体積を V とすると、

V =
1
3
×4OAB× |CP|

=
1
3
×
√

15
4

×
√

15
3

=
15
36

=
5

12

となる。

(C) 2008 イズミの数学

http://izu-mix.com/math/


